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3. ENGRENAGENS CILÍNDRICAS DE DENTES INCLINADOS 1 
Não há professor que não possa ser discípulo. 
Baltasar Gracián 
3. ENGRENAGENS CILÍNDRICAS DE DENTES INCLINADOS 
3.1. INTRODUÇÃO 
Nas engrenagens cilíndricas de dentes inclinados ou helicoidais, tal como a pró-
pria designação sugere, os dentes apresentam uma inclinação relativamente ao eixo 
das rodas. Na verdade, neste tipo de engrenagens os dentes estão dispostos transver-
salmente em forma de hélice em relação ao eixo das rodas. A figura 3.1 evidencia as 
diferenças entre uma engrenagem cilíndrica de dentes retos e uma engrenagem cilín-
drica de dentes inclinados. É oportuno observar-se que as engrenagens de dentes re-
tos são um caso particular das engrenagens de dentes helicoidais, isto é, representam 
o caso em que o ângulo de inclinação dos dentes é nulo. O ângulo de inclinação dos 
dentes é frequentemente denominado de ângulo de hélice (Shigley e Mischke, 1989). 
Em geral, o ângulo de inclinação dos dentes varia entre 15 e 30º. Quando o ângulo de 
inclinação é pequeno, os benefícios associados a uma engrenagem de dentes helicoi-
dais é também pequeno. Por seu lado, valores elevados para o ângulo de inclinação 
tendem a bloquear o engrenamento das rodas (Mabie e Reinholtz, 1987). 
(a) (b)  
Figura 3.1 – (a) Engrenagem cilíndrica exterior de dentes retos; 
(b) Engrenagem cilíndrica exterior de dentes inclinados.  
As engrenagens cilíndricas de dentes inclinados de primeira geração eram feitas 
pela associação em paralelo de diversas rodas de dentes retos, em que entre estas 
existia um ligeiro desfasamento, tal como se pode observar na figura 3.2. Com esta 
associação de rodas cilíndricas de dentes retos conseguiam-se transmissões mais su-
aves e com maior capacidade de transmissão de potência. No caso limite em que a 
largura do dente tende para zero e o número de dentes tende para infinito, então a 
associação, inicialmente de dentado reto, transforma-se numa roda de dentes inclina-
dos ou helicoidais (Spotts e Shoup, 1998; Juvinall e Marshek, 2006). 
Em geral, as engrenagens cilíndricas de dentes inclinados podem ter eixos parale-
los ou eixos cruzados não complanares, tal como se mostra na figura 3.3. As engre-
nagens cilíndricas em que os eixos das rodas não são complanares, como no caso da 
representação da figura 3.3b, denominam-se de engrenagens torsas (Drago, 1988). 
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Figura 3.2 – Roda cilíndrica exterior de dentes inclinados de primeira geração.  
As rodas dentadas helicoidais podem ser direitas ou esquerdas, conforme a incli-
nação dos dentes. É também frequente a denominação de rodas com hélice direita e 
rodas com hélice esquerda (Wilson e Sadler, 1993; Branco et al., 2009). A direção 
das hélices das rodas é definida pela regra da mão direita (Flores e Claro, 2007). A 
figura 3.4 ilustra rodas com hélice direita e com hélice esquerda. Numa engrenagem 
cilíndrica de dentes inclinados, o ângulo de inclinação dos dentes das duas rodas tem 
de ser o mesmo, porém, uma roda apresenta hélice direita e a outra hélice esquerda, 
tal como se pode observar na figura 3.3a. 
(a) (b)  
Figura 3.3 – (a) Engrenagem cilíndrica exterior de dentes inclinados em que os eixos são 
paralelos; (b) Engrenagem cilíndrica exterior de dentes inclinados de eixos cruzados.  
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(a)                                 (b)             (c)  
Figura 3.4 – (a) Roda cilíndrica exterior de dentes retos; (b) Roda cilíndrica 
exterior helicoidal com hélice esquerda; (c) Roda cilíndrica exterior heli-
coidal com hélice direita.  
É sabido que numa engrenagem cilíndrica de dentes retos, o engrenamento entre 
um par de dentes é materializado por um segmento de reta paralelo aos eixos das 
rodas, o qual se estende simultaneamente a toda a largura do dente (cf. figura 3.5a). 
Por seu lado, nas engrenagens de dentes inclinados, o engrenamento entre os dentes 
das rodas ocorre de forma progressiva, isto é, inicia-se com um contacto pontual, o 
qual se vai desenvolvendo ao longo de uma linha à medida que o engrenamento vai 
progredindo (cf. figura 3.5b). A linha de contacto é, nestes casos, oblíqua em relação 
aos eixos das rodas (Niemann, 1971). Na verdade, é esta caraterística associada ao 
engrenamento progressivo que faz com que as forças de contacto entre os dentes se-
jam transmitidas de forma gradual
1
. Por conseguinte, as engrenagens cilíndricas de 
dentes inclinados são bastante mais suaves e mais silenciosas que as engrenagens 
cilíndricas de dentado reto.  
Outras vantagens associadas às engrenagens cilíndricas de dentes inclinados pren-
dem-se com a capacidade de transmissão de potência e com a gama de velocidades a 
que operam (Hamrock et al., 2005; Budynas e Nisbett, 2011). Acrescem ainda os 
factos de as engrenagens helicoidais apresentarem rendimentos relativamente eleva-
dos e de poderem ser utilizadas para relações de transmissão elevadas
2
. Finalmente, 
deve dizer-se que as engrenagens de dentes inclinados são, em geral, mais caras 
(Wilson e Sadler, 1993; Branco et al., 2009). 
                                                 
1
  Nas engrenagens helicoidais em cada posição dos dentes há, simultaneamente, vários dentes engre-
nados, exceto quando as engrenagens são significativamente estreitas. Nas engrenagens helicoidais 
não existe, portanto, uma posição de engrenamento individual como no caso das engrenagens cilín-
dricas de dentado reto (Niemann, 1971). 
2
  Na verdade, esta miríade de aspetos positivos faz com que as engrenagens cilíndricas de dentes 
helicoidais encontrem particular campo de aplicação na indústria automóvel. De facto, aspetos co-
mo o baixo nível de ruído, a elevada capacidade de transmissão de potência são de capital impor-
tância na indústria automóvel (Branco et al., 2009). Por outro lado, com engrenagens cilíndricas 
helicoidais podem ser utilizados menores atravancamentos axiais. 
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(a) (b)
Linhas de contactoLinhas de contacto
 
Figura 3.5 – (a) Linhas de engrenamento em engrenagem cilíndrica de dentes retos; 
(b) Linhas de engrenamento em engrenagem cilíndrica de dentes inclinados.  
As engrenagens cilíndricas de dentes inclinados desenvolvem esforços axiais du-
rante o seu engrenamento, o que não acontece nas engrenagens de dentado reto. Estes 
esforços axiais são transmitidos aos apoios das rodas. Assim, quando num veio são 
acopladas várias rodas de dentado helicoidal, a direção das hélices deve ser criterio-
samente escolhida, de modo a minimizar os esforços axiais nos apoios dos veios 
(Wilson e Sadler, 1993). A figura 3.6 mostra as componentes da força que atua numa 
engrenagem cilíndrica de dentes retos e numa engrenagem de dentes inclinados. Por 
simplicidade de representação, nesta figura apenas se inclui uma roda e não toda a 
engrenagem. Da observação da figura 3.6a pode verificar-se que no caso das engre-
nagens cilíndricas de dentes retos, as componentes da força atuante nos dentes estão 
contidas num só plano, o qual é perpendicular ao eixo da roda. Por seu lado, da análi-
se da figura 3.6b observa-se que existem três componentes da força que atua no en-
grenamento de rodas cilíndricas de dentes inclinados, adquirindo, deste modo, uma 
dimensão tridimensional (Budynas e Nisbett, 2011). 
 (a) (b)
Ft
Fr
Ft
Fr
Fa
 
Figura 3.6 – (a) Forças que atuam em engrenagens cilíndricas de dentes retos; 
(b) Forças que atuam em engrenagens cilíndricas helicoidais.  
O inconveniente associado à existência de esforços axiais originados nas engrena-
gens cilíndricas de dentes inclinados pode ser ultrapassado se se utilizarem rodas de 
dupla hélice, também denominadas de rodas com dentado em espinha
3
 (Mabie e Rei-
nholtz, 1987). Esta solução é particularmente interessante e útil quando as forças 
                                                 
3
  Uma engrenagem com dentado de dupla hélice é equivalente ao acoplamento de duas engrenagens 
simples, em que uma tem hélice direita e a outra hélice esquerda. 
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desenvolvidas são de elevada magnitude. O dentado em dupla hélice apresenta as 
mesmas vantagens do dentado inclinado simples, às quais acresce o facto de nas en-
grenagens de dupla hélice não serem, em teoria, transmitidos esforços axiais (Norton, 
2013). Na verdade, numa engrenagem de dentado de dupla hélice são também de-
senvolvidos esforços axiais durante o engrenamento, contudo, como estes atuam em 
sentidos opostos, numa e noutra hélice, o esforço resultante é nulo, ou pelo menos 
reduzido de forma bastante significativa. Por isso, tal como já foi mencionado, quan-
do um veio incorpora mais do que uma roda de dentado inclinado, devem escolher-se 
rodas com hélices direitas e esquerdas, de modo a que sejam eliminados, ou pelo 
menos minimizados, os esforços axiais nos apoios dos veios das rodas. A figura 3.7 
diz respeito a uma engrenagem cilíndrica de dupla hélice ou de dentado em espinha. 
Este tipo de engrenagem requer cuidados especiais, tanto no fabrico, como na mon-
tagem, sendo, por isso, relativamente mais caras do que as engrenagens cilíndricas de 
dentado helicoidal simples. 
 
Figura 3.7 – Engrenagem cilíndrica de dentes helicoidais de dupla hélice ou em espinha.  
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3.2. GERAÇÃO DO DENTE 
Nesta secção é descrito o processo de geração de perfis de dentes helicoidais. Para 
o efeito, apenas se estuda o perfil em evolvente
4
 (Flores e Gomes, 2014a). Quando 
um plano roda sem escorregar sobre um cilindro de base, então um qualquer segmen-
to de reta que está contido no plano gerador, e é paralelo ao eixo do cilindro, gera 
uma superfície em evolvente de um dente reto. Quando a linha geratriz é oblíqua em 
relação ao eixo do cilindro, então o rolamento puro do plano gerador dá origem à 
superfície de um dente inclinado ou helicoidal. Esta última evolvente é denominada 
de evolvente helicoidal (Mabie e Reinholtz, 1987). A figura 3.8 diz respeito às situa-
ções anteriormente descritas no que diz respeito à geração de perfis de dentes retos e 
de dentes inclinados. Deve referir-se que o perfil do dentado helicoidal (evolvente 
helicoidal) é gerado no plano de rotação, o qual é perpendicular ao eixo das rodas. 
Na verdade, quando o plano que contém a linha geratriz rola sem escorregar, qual-
quer ponto situado sobre a geratriz descreve uma trajetória em hélice, tal como por 
exemplo a que é descrita pelo ponto P da figura 3.8b. A infinidade de evolventes que 
se pode gerar está em fase ao longo do ângulo de hélice (Shigley e Uicker, 1980). 
Cilindro de base Cilindro de base
Plano gerador
Geratriz Geratriz
(a)                                                             (b)
P
Plano gerador
 
Figura 3.8 – (a) Geração de uma superfície em evolvente de um dente reto; (b) Geração de 
uma superfície em evolvente de um dente inclinado ou helicoidal.  
Shigley e Mischke (1989), Branco et al. (2009), entre outros autores, descrevem a 
geração do perfil dos dentes helicoidais de modo distinto do anteriormente apresen-
tado. Assim, em primeiro lugar considera-se um pedaço de papel em forma de para-
lelogramo, o qual é enrolado à volta de um cilindro, denominado cilindro de base, 
como mostra a figura 3.9. O papel é então enrolado de tal modo que um dos lados 
coincide com a hélice do dentado helicoidal. Com efeito, mantendo o pedaço de pa-
pel esticado e desenrolando-o em torno do cilindro de base, então cada ponto situado 
no lado do paralelogramo que representa a hélice gera uma curva evolvente. Por con-
seguinte, a superfície obtida pelas evolventes assim gerada forma a chamada envol-
vente helicoidal, tal como se representa na figura 3.9 (Henriot, 1979; Shigley e 
Uicker, 1980; Budynas e Nisbett, 2011; Norton 2013). 
                                                 
4
  Os perfis dos dentes baseados na utilização de curvas/superfícies cíclicas não são considerados 
neste estudo, uma vez que aqueles são de uso pouco frequente (Wilson e Sadler, 1993). 
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Cilindro de base

Evolvente helicoidal
Perfil evolvente
 
Figura 3.9 – Geração de uma evolvente helicoidal.  
Da reflexão do que acaba de ser exposta, pode observar-se que a entrada de um 
dente helicoidal no engrenamento, bem como a sua saída, não ocorre simultaneamen-
te ao longo de toda a largura do dente, mas acontece de modo progressivo. Conse-
quentemente, as transmissões com rodas de dentes inclinados são mais suaves e mais 
silenciosas. Verifica-se ainda que nas engrenagens de dentes helicoidais há um maior 
número de dentes em funcionamento ao mesmo tempo, tal como se estudará mais à 
frente no presente documento. De facto, as engrenagens cilíndricas de dentes helicoi-
dais apresentam melhores relações de condução quando comparadas com as engre-
nagens cilíndricas de dentes retos com as mesmas caraterísticas. Por isso, as engre-
nagens de dentado helicoidal tendem a ter uma maior capacidade de carga. Contudo, 
as engrenagens cilíndricas de dentes retos são mais eficientes (Niemann, 1971). 
Com o intuito básico e único de melhor compreender a geração dos perfis de den-
tes inclinados, apresentam-se de seguida os passos fundamentais que permitem gerar 
uma evolvente helicoidal. Este processo, ora descrito, corresponde à generalização 
dos procedimentos comummente adotados no caso das engrenagens cilíndricas de 
dentado reto (Henriot, 1979). Assim, tome-se em consideração a figura 3.10 onde se 
representam dois cilindros primitivos cujos eixos contêm os pontos O1 e O2. Os ci-
lindros primitivos são tangentes segundo o segmento de reta IJ. Por seu lado, a inter-
seção dos cilindros primitivos com o plano perpendicular ao segmento de reta IJ dá 
origem às circunferências primitivas C1 e C2, tal como se evidencia na figura 3.10. A 
interseção do mesmo plano com os cilindros de base, representados a traço interrom-
pido na figura 3.10, resulta nas correspondentes circunferências de base Cb1 e Cb2. 
Por conseguinte, o plano que é simultaneamente tangente aos cilindros de base repre-
senta o plano gerador (Wilson e Sadler, 1993; Norton 2013). Este plano é tangente 
aos cilindros de base segundo os segmentos de reta EP e FQ, como se pode observar 
na mesma figura. O segmento de reta EF, representado na figura 3.10, é o resultado 
da interseção do plano gerador com o plano perpendicular ao segmento de reta IJ. 
Considere-se agora o segmento de reta RS pertencente ao plano gerador e que faz um 
ângulo  com os segmentos de reta EP e FQ. Com efeito, o plano gerador ao rolar 
sem escorregar sobre cada um dos cilindros de base dá origem a duas superfícies 
conjugadas evolventes helicoidais do segmento RS. Estas superfícies assim geradas 
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são, pela própria definição de superfícies conjugadas
5
, sempre tangentes segundo o 
segmento de reta RS, donde se pode inferir que o contacto em engrenagens cilíndri-
cas de dentado helicoidal se dá segundo uma linha reta (Henriot, 1979). O plano ge-
rador que contém, em cada instante do engrenamento, o segmento de reta do contacto 
entre as superfícies conjugadas é vulgarmente denominado de plano de ação ou plano 
de engrenamento (Juvinall e Marshek, 2006).  
2
C1
E
F
P
Q
O2
J
I
Cb2
C2
S

1
O1
R
Cb1
Plano gerador

 
Figura 3.10 – Geração de perfis de dentes inclinados.  
Atendendo a que os cilindros de base são elementos fixos das engrenagens cilín-
dricas de dentes helicoidais e que o plano gerador descreve um movimento de rola-
mento puro sobre aqueles cilindros, então pode observar-se que (Flores, 2012) 
 
1
2
2
1
b
b
r
r
i 


 (3.1)  
onde 1 e 2 representam as velocidades angulares das rodas de uma engrenagem 
cilíndrica de dentes inclinados, sendo rb1 e rb2 os respetivos raios de base. Da análise 
da equação (3.1) conclui-se que a relação de transmissão numa engrenagem de den-
tes helicoidais não depende explicitamente do entre-eixo, tal como acontece nas en-
grenagens cilíndricas de dentado reto (Flores e Gomes, 2014b). 
 
 
 
                                                 
5
  Recorde-se que os perfis dos dentes denominam-se conjugados quando existe tangência entre as 
superfícies de dois dentes de duas rodas engrenadas (Spotts e Shoup, 1998). 
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3.3. NOMENCLATURA 
Nesta secção é introduzida a nomenclatura fundamental associada às engrenagens 
cilíndricas de dentes inclinados
6
. Ao contrário do que acontece nas engrenagens de 
dentado reto, em que a terminologia é, única e exclusivamente, referente ao plano de 
rotação, nas engrenagens cilíndricas de dentes helicoidais a existência de uma incli-
nação dos dentes em relação ao eixo da roda introduz um ângulo de hélice (Henriot, 
1979). Refira-se desde já que o ângulo de hélice varia ao longo do perfil do dente, 
isto é, apresenta valores diferentes desde a raiz do dente até à sua coroa. A figura 
3.11 mostra um dente helicoidal onde estão representados alguns dos seus elementos 
fundamentais para a caraterização deste tipo de dentado, nomeadamente:   
-  Hélice primitiva, que é o resultado da interseção da superfície do dente com o 
cilindro primitivo, 
- Hélice de base, que é o resultado da interseção da superfície do dente com o ci-
lindro de base, 
- Ângulo de pressão
7
 real ou normal, n, que é o ângulo de pressão medido no 
plano perpendicular ao eixo do dente, 
- Ângulo de pressão aparente, t, que é o ângulo de pressão medido no plano de 
rotação da roda. 
Circunferência de base
P
O

b

Plano normal
Plano de rotação
Circunferência primitiva
n
t
Hélice de base
Hélice primitiva
 
Figura 3.11 – Representação de um dente inclinado.  
Tal como se referiu anteriormente, o ângulo de hélice é variável ao longo da su-
perfície do dente, assim, por definição, tem-se que o ângulo de inclinação primitiva é 
                                                 
6
  Dever referir-se que a nomenclatura adotada no presente texto segue a norma ISO 701 de 1988, 
revista em 2013 e denominada International gear notation - Symbols for geometrical data. 
7
  Na verdade, só faz sentido falar do ângulo de pressão quando existe o engrenamento entre as super-
fícies conjugadas de dois dentes. 
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o ângulo formado pela tangente à superfície do dente na hélice primitiva com a dire-
ção axial do cilindro primitivo (Juvinall e Marshek, 2006). Por outras palavras, o 
ângulo de inclinação primitiva, ou simplesmente inclinação primitiva, é o ângulo que 
a hélice primitiva faz com as geratrizes do cilindro primitivo. De modo semelhante, o 
ângulo de inclinação de base, ou simplesmente inclinação de base, é o ângulo defini-
do entre a hélice de base e as geratrizes do cilindro de base. Os ângulos de inclinação 
primitiva e de inclinação de base são representados pelos símbolos  e b, respetiva-
mente. A direção dos dentes de uma roda helicoidal é denominada direita ou esquer-
da, conforme a inclinação dos dentes, tal como ilustra a figura 3.4. 
O facto de no dentado helicoidal existir inclinação dos dentes implica que o plano 
de rotação das rodas e o plano perpendicular ao eixo dos dentes sejam concorrentes, 
tal como se pode observar na figura 3.11. Com efeito, numa roda dentada de dentes 
helicoidais devem distinguir-se os seguintes passos (Budynas e Nisbett, 2011): 
-  Passo real ou normal (primitivo), pn, que diz respeito ao comprimento do arco 
compreendido entre duas hélices primitivas homólogas consecutivas. Este passo 
é medido num plano perpendicular ao eixo dos dentes, 
- Passo aparente ou transverso, pt, que é o comprimento do arco de circunferência 
primitiva compreendido entre dois perfis homólogos consecutivos. Este passo é 
medido no plano de rotação. Deve notar-se que para o caso do dentado reto o 
passo real coincide com o passo transverso, 
- Passo axial, px, que é a distância medida na direção do eixo da roda entre duas 
hélices primitivas homólogas consecutivas. Este passo corresponde a um seg-
mento de reta. Refira-se que o passo axial tem particular significado nas engre-
nagens do tipo parafuso sem-fim (Wilson e Sadler, 1993). 
Eixo da roda
pt
pn
px
 
Figura 3.12 – Representação dos diferentes passos existentes numa roda 
cilíndrica de dentes inclinados.  
Com o propósito de melhor distinguir os passos anteriormente descritos, conside-
re-se a figura 3.12, onde se representa a planificação simplificada de uma roda cilín-
drica de dentes inclinados. Nesta figura evidenciam-se os seguintes elementos: eixo 
da roda, ângulo de inclinação primitiva (), passo real ou normal (pn), passo aparente 
ou transverso (pt) e passo axial (px). Os dois primeiros passos são os mais relevantes 
no estudo das engrenagens cilíndricas de dentes inclinados (Henriot, 1979; Norton 
2013). Da análise da figura 3.12 pode verificar-se que o passo real tem menor magni-
tude do que passo aparente. Pode ainda observar-se que quando o ângulo de inclina-
ção dos dentes é nulo (=0) a roda de dentado inclinado transforma-se numa roda de 
dentado reto e, consequentemente, pn=pt.  
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É evidente que em correspondência com os passos real e aparente existem os mó-
dulos real e aparente. Assim, atendendo à definição de módulo tem-se que (Flores e 
Gomes, 2014a) 
 

 nn
p
m  (3.2)  
 

 tt
p
m  (3.3)  
em que mn e mt dizem respeito ao módulo normal ou real e ao módulo aparente ou 
transverso, respetivamente. Para que haja engrenamento entre duas rodas cilíndricas 
de dentes inclinados é necessário que ambas apresentem o mesmo passo real, ou seja, 
têm que ter o mesmo módulo real e o mesmo ângulo de pressão real (Henriot, 1979; 
Branco et al., 2009). 
Em analogia com o que foi referido anteriormente, numa roda dentada helicoidal 
podem distinguir-se as seguintes espessuras de um dente: 
-  Espessura real, sn, que corresponde ao comprimento de um arco de hélice do ci-
lindro primitivo perpendicular às duas hélices homóloga e anti-homóloga do 
mesmo dente, 
- Espessura aparente, st, que diz respeito ao comprimento do arco da circunferên-
cia primitiva compreendido entre as duas hélices homóloga e anti-homóloga do 
mesmo dente. 
De modo análogo tem-se que: 
- Intervalo real, en, que corresponde ao comprimento de um arco de hélice do ci-
lindro primitivo perpendicular às duas hélices homóloga e anti-homóloga de 
dois dentes consecutivos, 
- Intervalo aparente, et, que diz respeito ao comprimento do arco da circunferência 
primitiva compreendido entre as duas hélices homóloga e anti-homóloga de dois 
dentes consecutivos. 
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3.4. RELAÇÕES GEOMÉTRICAS 
Nesta secção são estudadas as principais relações geométricas e proporções dos 
dentes em engrenagens cilíndricas de dentado inclinado
8
. É sabido que para este tipo 
de engrenagem o ângulo de hélice varia desde a raiz até à coroa do dente, tal como se 
pode observar na figura 3.11. Com o intuito de estabelecer uma relação matemática 
entre os ângulos de inclinação primitiva e de inclinação de base considere-se a plani-
ficação do cilindro primitivo e do cilindro de base na extensão do correspondente 
avanço, tal como se ilustra na figura 3.13.  
Eixo da roda
b


d

d
b
Hélice primitiva
Hélice de base
L
 
Figura 3.13 – Planificação de cilindro primitivo e do cilindro de base.  
Da análise da figura 3.13 pode escrever-se que 
 
 tg
π
tg
π dd
L
b
b   (3.4)  
em que L é o passo de hélice ou avanço, isto é, representa a progressão da roda ao 
fim da uma rotação completa. Observa-se, portanto, que o avanço é o mesmo, quer se 
considere a hélice primitiva ou a hélice de base. Assim, da equação (3.4) resulta que 
  tgtg
d
db
b   (3.5)  
Considerando agora a figura 3.11, no plano de rotação da roda verifica-se que 
 tb dd cos  (3.6)  
onde t é o ângulo de pressão aparente, o qual é medido no plano de rotação da roda. 
Por conseguinte, combinando as equações (3.5) e (3.6) resulta que 
 tb  costgtg   (3.7)  
                                                 
8
  Os parâmetros geométricos relativos às engrenagens cilíndricas de dentes inclinados seguem as 
mesmas recomendações existentes para as rodas de dentado reto. Assim a saliência e a reentrância 
apresentam o mesmo valor independentemente deste ser medido no plano de rotação ou no plano 
normal ao dente. Por seu lado, os valores do ângulo de pressão e do passo são, em geral, definidos 
no plano normal, podendo também ser estabelecidos no plano de rotação. Nas engrenagens cilíndri-
cas de dentes inclinados, o ângulo de pressão real é normalizado e assume o valor de 20º. 
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A análise geométrica das engrenagens cilíndricas de dentes inclinados quando é 
feita no plano de rotação é em tudo semelhante ao caso das engrenagens cilíndricas 
de dentes retos (Flores e Gomes, 2014b). Com efeito, no plano de rotação da roda 
pode estabelecer-se a seguinte relação 
 zmd t  (3.8)  
em que d é o diâmetro primitivo da roda, mt representa o módulo aparente e z é o 
número de dentes da roda. Refira-se, uma vez mais, que a relação expressa pela 
equação (3.8) é a que se observa numa engrenagem cilíndrica de dentes retos (Henri-
ot, 1979; Juvinall e Marshek, 2006). 
Com referência à figura 3.12, pode obter-se uma relação entre o passo real e o 
passo aparente, ou seja 
 costn pp   (3.9)  
Por seu lado, o passo axial é dado por 
 


sen
cotg ntx
p
pp   (3.10)  
P
O


Plano normal
Plano de rotação
Circunferência primitiva
t
T
Q
R
S
n
 
Figura 3.14 – Representação de um dente inclinado ou helicoidal.  
Tal como foi referido anteriormente, a existência de uma inclinação do dentado 
nas engrenagens helicoidais dá origem a elementos geométricos reais e aparentes. 
Para se obter uma relação entre estes dois tipos de elementos, considere-se a figura 
3.14, onde se evidenciam o ângulo de pressão real (n), o ângulo de pressão aparente 
(t) e o ângulo de hélice (). Da observação atenta da figura 3.14 verifica-se que o 
plano de rotação e o plano perpendicular ao eixo do dente são definidos, respetiva-
mente, pelos pontos PQR e PTS. Ainda da análise desta figura podem escrever-se as 
seguintes relações geométricas 
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PS
TS
n tg  (3.11)  
 
PR
QR
t tg  (3.12)  
 cosPSPR   (3.13)  
 QRTS   (3.14)  
Combinando as equações (3.11)-(3.14) vem que 
  costgtg tn   (3.15)  
A equação (3.15) pode ser generalizada para estabelecer a relação entre dois 
quaisquer elementos reais e aparentes, ou seja, 
 cos)()( tn aparenteElementorealElemento   (3.16)  
Deste modo tem-se que 
 costn pp   (3.17)  
 costn mm   (3.18)  
 costn ss   (3.19)  
 costn ee   (3.20)  
A saliência e a reentrância relacionam-se com o módulo real da seguinte forma 
(Henriot, 1979) 
 na mh   (3.21)  
 nf mh 25,1  (3.22)  
Por conseguinte, a altura total do dente é obtida pela soma da saliência com a re-
entrância, ou seja 
 nfa mhhh 25,2  (3.23)  
Por seu lado, o diâmetro de coroa e o diâmetro de raiz podem ser calculados do 
seguinte modo (Flores e Gomes, 2014b) 
 aa hdd 2  (3.24)  
 ff hdd 2  (3.25)  
Considerando agora as equações (3.8), (3.18), (3.21) e (3.22), então as equações 
(3.24) e (3.25) podem ser reescritas da seguinte forma 
 )cos2(  zmd ta  (3.26)  
 )cos5,2(  zmd tf  (3.27)  
3. ENGRENAGENS CILÍNDRICAS DE DENTES INCLINADOS 15 
Atendendo ao conceito geométrico de entre-eixo, tem-se que  
 
2
21 dda

  (3.28)  
em que os índices 1 e 2 se referem ao pinhão e à coroa, respetivamente. Utilizando as 
equações (3.8) e (3.18), a equação (3.28) pode ser expressa do seguinte modo 
 
cos2
)( 21 zzma n

  (3.29)  
Da análise da equação (3.29) observa-se que para parâmetros normalizados relati-
vos ao plano normal, a distância entre eixos resultante não é normalizada como acon-
tece no caso das engrenagens cilíndricas de dentes retos. Deve ainda referir-se que o 
ângulo de hélice primitiva pode ser ajustado de modo a permitir uma vasta gama de 
valores para a distância entre eixos. Na verdade, o ajustamento do valor do ângulo de 
hélice permite (Juvinall e Marshek, 2006): 
- Compensar variações na distância entre eixos sem, contudo, alterar a relação de 
transmissão, 
- Alterar a relação de transmissão sem modificar a distância entre eixos. 
Deve relembrar-se que o engrenamento entre duas rodas dentadas só é possível 
quando aquelas apresentam o mesmo módulo. Quando os perfis dos dentes de duas 
rodas helicoidais têm um módulo normal, mn, e um ângulo de pressão, n, diz-se que 
pertencem ao sistema normal. Um dentado normal corresponde a um ângulo de pres-
são normalizado igual a 20º (Shigley e Mischke, 1989; Norton, 2013). 
Tal como foi referido anteriormente, a relação de transmissão de uma engrenagem 
cilíndrica de dentes inclinados é dada por 
 
1
2
2
1
b
b
d
d
i 


 (3.30)  
Atendendo a que o diâmetro de base se relaciona com o diâmetro primitivo do se-
guinte modo 
 tb dd cos  (3.31)  
então, a equação (3.30) pode ser reescrita do seguinte modo 
 
1
2
1
2
cos
cos
z
z
d
d
i
t
t 


 (3.32)  
 
 
Exercício 3.1  
Enunciado: Considere uma engrenagem cilíndrica exterior de dentado inclinado 
normalizado, em que o pinhão e a coroa têm, respetivamente, 12 e 60 dentes. O pi-
nhão é uma roda esquerda, ao passo que a coroa é uma roda direita. O dentado é 
normal, i.e., não corrigido. Assim, atendendo a que o módulo real tem um valor igual 
a 3 mm e que o ângulo de inclinação da hélice primitiva é de 30º, calcule, para o pi-
nhão, os seguintes parâmetros geométricos: (i) ângulo de pressão aparente, (ii) sali-
ência, (iii) reentrância, (iv) altura do dente, (v) diâmetro primitivo, (vi) diâmetro de 
coroa e (vii) diâmetro de raiz (Wilson e Sadler, 1993). 
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Padrão de resposta esperado: 
t = 22,80º 
ha = 3 mm 
hf = 3,75 mm 
h = 6,75 mm 
d = 41,57 mm 
da = 47,57 mm 
df = 34,07 mm 
 
A tabela 3.1 inclui as principais relações geométricas e proporções dos dentes pa-
ra engrenagens cilíndricas de dentes inclinados (Budynas e Nisbett, 2011).  
Tabela 3.1 – Principais relações geométricas e proporções dos dentes para engrenagens 
cilíndricas exteriores de dentado helicoidal. 
Parâmetro Expressão 
Ângulo de pressão aparente 





 



cos
tg
tg 1 nt  
Diâmetro primitivo 
cos
zm
zmd nt   
Saliência na mh   
Reentrância nf mh 25,1  
Altura do dente nmh 25,2  
Diâmetro de coroa )cos2(  zmd ta  
Diâmetro de raiz )cos5,2(  zmd tf  
Entre-eixo 
cos2
21 zzma n

  
Relação de transmissão 
1
2
z
z
i   
 
 
A figura 3.15 representa a planificação simplificada de uma roda cilíndrica de 
dentes inclinados. Da análise desta figura observa-se que 
 tgbS   (3.33)  
em que S representa a projeção de uma espira sobre uma das bases da roda, vulgo 
salto, e b é a largura da roda. 
Da análise da figura 3.15 torna-se evidente que o engrenamento será tanto mais 
contínuo quanto o salto for maior que o passo aparente. Quer isto dizer que quando 
um dente termina o contacto há já outros dentes em contacto e, consequentemente, as 
transmissões por engrenagens cilíndricas de dentes inclinados tornam-se mais sua-
ves, menos ruidosas e com uma melhor distribuição de carga nos dentes. Em geral, é 
recomendável que (Juvinall e Marshek, 2006) 
 tt pSp 215,1   (3.34)  
Combinando agora as expressões (3.33) e (3.34) resultam os seguintes limites pa-
ra a largura dos dentes em engrenagens cilíndricas de dentado helicoidal 
  cotg2cotg15,1 tt pbp   (3.35)  
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Eixo da roda
pt

b
S
 
Figura 3.15 – Planificação de uma roda cilíndrica de dentes inclinados.  
O valor do ângulo de inclinação primitiva afeta o desempenho das engrenagens ci-
líndricas de dentes inclinados. Com efeito, valores muito pequenos para aquele ângu-
lo, para além de encarecerem o processo de fabrico, não trazem grandes vantagens. 
Na verdade, quando o ângulo de inclinação dos dentes é muito pequeno, as rodas 
helicoidais ficam muito próximas das de dentes retos. Em contraponto, valores ele-
vados para o ângulo de inclinação têm como consequência o aumento das forças axi-
ais e concomitantemente penalizam o desempenho das engrenagens. Como é sabido, 
esta última limitação pode ser ultrapassada recorrendo a dentados em espinha ou de 
dupla hélice (Henriot, 1979). Com efeito, os valores para o ângulo de inclinação pri-
mitiva devem estar na linha com a seguinte recomendação (Wilson e Sadler, 1993) 
 º30º15        (dentado helicoidal simples) (3.36)  
 º45º30        (dentado de dupla hélice) (3.37)  
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3.5. PARÂMETROS DE DESEMPENHO  
Nesta secção apresentam-se os principais parâmetros associados ao desempenho 
de engrenagens cilíndricas de dentes inclinados, nomeadamente a relação de condu-
ção, o rendimento e as interferências dos dentes (Budynas e Nisbett, 2011).  
Com o propósito de calcular a relação de condução em engrenagens cilíndricas de 
dentes helicoidais considere-se a figura 3.16, onde se pretende representar o engre-
namento entre duas rodas de dentado helicoidal. Na representação da figura 3.16 
admite-se que a roda 1 é o órgão motor, a qual gira no sentido indicado. Com efeito, 
o engrenamento de um par de dentes conjugados inicia-se no ponto A, que é o ponto 
em que o perfil da roda motora entra em contacto com o perfil conjugado da roda 
movida. O engrenamento termina no ponto B’, que corresponde ao fim do contacto 
do par de perfis conjugados já no outro lado das rodas (Branco et al., 2009).  

B’
B
I’
A’
A
I
I1
O1
O2

b
II1=
btg
Hélice primitiva
1
 
Figura 3.16 – Representação do engrenamento entre duas rodas de dentado inclinado.  
Da análise da figura 3.16 observa-se que os perfis conjugados acima descritos se 
encontram desfasados angularmente de um valor igual a , ou seja 
 11IIO  (3.38)  
em que o arco II1 é frequentemente denominado de recobrimento do dente. Este pa-
râmetro, também chamado comprimento de recobrimento, pode ser expresso em fun-
ção da largura do dente, ou seja (Henriot, 1979) 
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 tg1 bII   (3.39)  
onde b é a largura das rodas e  representa o ângulo de inclinação primitiva. Assim, 
o arco de condução num engrenamento de duas rodas helicoidais é igual ao valor 
para o caso das engrenagens de dentes retos, ao qual se acrescenta uma parcela cor-
respondente ao comprimento de recobrimento, sendo esta última parcela dada pela 
equação (3.39). Com efeito, atendendo ao conceito de relação de condução total, que 
relaciona o arco de condução total com o passo da engrenagem, tem-se que 
 
tt p
b
p
a 

tg
  (3.40)  
em que o primeiro termo do segundo membro desta equação corresponde à relação 
de condução de um par de rodas cilíndricas de dentes retos e o segundo termo diz 
respeito ao fator de recobrimento. A equação (3.40) pode ainda ser reescrita do se-
guinte modo (Henriot, 1979; Flores e Gomes, 2014b) 
 
ttt m
b
m
l
π
tg
cosπ


   (3.41)  
que é igual à soma da relação de condução aparente com a relação de recobrimento. 
O segundo termo do segundo membro da equação (3.41) pode ser expresso da se-
guinte forma (Spotts e Shoup, 1998) 
 
xt p
b
m
b

π
tg
 (3.42)  
Por seu lado, o primeiro termo do segundo membro da equação (3.41) pode ser 
calculado utilizando a expressão correspondente ao engrenamento de duas rodas ci-
líndricas de dentado reto, ou seja (Flores e Gomes, 2014b) 
 







 
 ttt
t
zz
z
z
z
z


sen
2
coscossen
4
coscossen
4cosπ
1 212
1
2
2
12
2
2
2
2  (3.43)  
Da análise do que acaba de ser exposto pode afirmar-se que nas engrenagens ci-
líndricas de dentes inclinados o problema da continuidade do engrenamento não é tão 
premente devido ao fator de recobrimento. Na verdade, este tipo de engrenagens pos-
sibilita, que os dentes tenham menor saliência o que é vantajoso do ponto de vista 
das interferências dos dentes (Branco et al., 2009). 
 
Exercício 3.2  
Enunciado: Considere uma engrenagem cilíndrica exterior de dentado inclinado 
normalizado, em que o pinhão e a coroa têm, respetivamente, 12 e 60 dentes. O pi-
nhão é uma roda esquerda, ao passo que a coroa é uma roda direita. O dentado é 
normal, i.e., não corrigido. Assim, atendendo a que o módulo real tem um valor igual 
a 3 mm e que o ângulo de inclinação da hélice primitiva é de 30º, calcule a relação de 
condução da engrenagem (Wilson e Sadler, 1993). 
 
Padrão de resposta esperado: 
Utilizando a expressão (3.43) obtém-se o valor para a componente radial ou circu-
lar (i.e., no plano de rotação) da relação de condução igual a 1,32. Observa-se, pois, 
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que a engrenagem acima descrita garante continuidade do engrenamento, uma vez 
que a relação de condução apresenta já um valor bastante aceitável. Deve ainda refe-
rir-se que a relação de condução radial tem de ser acrescida pela parcela relativa ao 
fator de recobrimento. Assim, admitindo que a engrenagem tem uma largura de 10 
mm, considerando o segundo termo do segundo membro da equação (3.41) obtém-se 
o valor de 0,53 para a relação de condução axial, que corresponde ao comprimento 
de recobrimento. Com efeito, a relação de condução total é igual a 
 85,153,032,1    
Este valor está claramente acima das recomendações de projeto no que diz respei-
to à continuidade do engrenamento (Flores e Gomes, 2014b). 
 
No que concerne ao cálculo do rendimento de engrenagens cilíndricas de dentes 
helicoidais podem considerar-se as expressões apresentadas para o caso das engrena-
gens cilíndricas de dentes retos, sem que, por isso, sejam cometidos erros significati-
vos. Assim, o rendimento em engrenagens cilíndricas de dentes helicoidais pode ser 
expresso do seguinte modo (Flores e Gomes, 2014b)  
 
 
rr
fa
mz
ill



22
2
22
cosπ
)1(
1

  (3.44)  
em que la e lf representam, respetivamente, os comprimentos de aproximação e de 
afastamento, os quais podem ser calculados da seguinte forma (Flores e Gomes, 
2014b) 
   ttaa rrhrl  sencos 2
22
2
2
22
  (3.45)  
   ttaf rrhrl  sencos 1
22
1
2
11
  (3.46)  
 
Exercício 3.3  
Enunciado: Considere uma engrenagem cilíndrica exterior de dentado inclinado 
normalizado, em que o pinhão e a coroa têm, respetivamente, 12 e 60 dentes. O pi-
nhão é uma roda esquerda, ao passo que a coroa é uma roda direita. O coeficiente de 
atrito é de 0,05. Atendendo a que o módulo real tem um valor igual a 3 mm e que o 
ângulo de inclinação da hélice primitiva é de 30º, calcule o rendimento da engrena-
gem (Wilson e Sadler, 1993). Comente o resultado obtido. 
 
Padrão de resposta esperado: 
Para a determinação do rendimento da engrenagem supra descrita considera-se a 
equação (3.44). Para tal é necessário conhecer os seguintes parâmetros (Flores e 
Gomes, 2014b) 
la = 7,21 mm 
lf = 6,04 mm 
i = 5 
 = 1,85 
Logo, o rendimento da engrenagem é 
= 99,04 % 
Trata-se, na verdade, de um rendimento bastante elevado. 
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Nos casos em que a relação de condução não é adequada no que se refere à conti-
nuidade do engrenamento, três ações podem ser consideradas para aumentar a rela-
ção de condução (Flores e Gomes, 2014b): 
- Diminuir o ângulo de pressão e assim aumentar o comprimento de condução, 
- Aumentar a saliência dos dentes e, por conseguinte, o diâmetro de coroa, 
- Aumentar o número de dentes através do aumento do diâmetro primitivo. 
 
O estudo das interferências de funcionamento em engrenagens cilíndricas de den-
tado inclinado segue a mesma metodologia apresentada para as engrenagens cilíndri-
cas de dentes retos (Flores e Gomes, 2014b). Para tal, deve considerar-se o plano de 
rotação, isto é o plano perpendicular aos eixos das rodas, donde o esquema a analisar 
representa um corte feito por aquele plano. Nos procedimentos a adoptar devem ain-
da considerar-se as seguintes relações fundamentais 
 na mh 2  (3.47)  
 costn mm   (3.48)  
Assim, da aplicação dos mesmos procedimentos considerados para o caso das en-
grenagens cilíndricas exteriores de dentes retos, a definição do número mínimo de 
dentes que uma roda cilíndrica de dentes helicoidais deve ter, para que não haja inter-
ferências de funcionamento, é expressa por (Henriot, 1979) 
 
t
z
zzz
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)cos(cos4 
  (3.49)  
No caso em que uma das rodas é do tipo cremalheira tem-se que  
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z


21 sen
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Exercício 3.4  
Enunciado: Considere uma engrenagem cilíndrica exterior de dentado inclinado 
normalizado, em que o pinhão e a coroa têm, respetivamente, 12 e 60 dentes. O pi-
nhão é uma roda esquerda, ao passo que a coroa é uma roda direita. Atendendo a que 
o módulo real tem um valor igual a 3 mm e que o ângulo de inclinação da hélice 
primitiva é de 30º, verifique se existem interferências de funcionamento (Wilson e 
Sadler, 1993). 
 
Padrão de resposta esperado: 
Para verificar se existem interferências de funcionamento deve ser calculado o 
número mínimo de dentes do pinhão para que tal não aconteça. Para este efeito, deve 
considerar-se a equação (3.49), donde resulta que z1>10,70. Como na engrenagem 
em estudo o pinhão tem, de facto, 12 dentes, observa-se que não há interferências de 
funcionamento. 
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3.6. TRAÇADO DE TREDGOLD 
As propriedades da evolvente helicoidal dizem respeito ao plano gerador, o qual é 
na realidade o plano associado à geração dos dentes helicoidais (Shigley e Uicker, 
1980). Porém, no plano normal ao dente existem as propriedades que correspondem 
às de uma engrenagem cilíndrica de dentes retos equivalente. Esta engrenagem equi-
valente tem um maior número de dentes, cujo valor depende do ângulo de inclinação 
da hélice primitiva. O traçado aproximado de Tredgold permite obter o número de 
dentes de uma roda de dentado reto equivalente a uma dada roda cilíndrica de dentes 
inclinados. O número de dentes assim obtido denomina-se de número de dentes vir-
tual ou número de dentes formativo (Wilson e Sadler, 1993).  
A figura 3.17a ilustra a planificação de uma roda dentada de dentes inclinados, em 
que o ângulo de inclinação da hélice primitiva é representado por . Considerando 
que a roda é intersetada por um plano (AA) perpendicular ao eixo, então pode obter-
se uma circunferência primitiva de raio r, tal como se mostra na figura 3.17b. O raio 
de curvatura é igual ao raio transverso da circunferência primitiva. O perfil do dente 
neste plano seria o mesmo que o perfil do dente de uma roda dentada de dentes retos 
com um raio primitivo r. Por outro lado, se se considerar um plano de corte (BB) 
perpendicular à hélice primitiva de um dente obtém-se uma elipse, tal como se repre-
senta na figura 3.17c. O raio de curvatura da elipse corresponde ao raio primitivo de 
uma roda cilíndrica de dentes retos equivalente, isto é, com caraterísticas aproxima-
das às da roda de dentes helicoidais (Branco et al., 2009). 
r
P P
rc
O O’
A
B Corte AA
Corte BB
A
B
(a)                                           (b)               (c)

 
Figura 3.17 – Representação de uma roda cilíndrica de dentes inclinados cortada por um 
plano perpendicular ao eixo e por um plano perpendicular à hélice primitiva.  
O raio de curvatura da elipse da figura 3.17c pode ser calculado do seguinte modo 
(Spotts e Shoup, 1998) 
 
2cos
r
rc   (3.51)  
em que r representa o raio primitivo. O perfil do dente no plano perpendicular à héli-
ce do dente é o mesmo que o perfil para uma roda de dentes retos com um raio primi-
tivo rc. Assim, as propriedades de uma roda de dentes helicoidais são semelhantes às 
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de uma roda equivalente de dentes retos, cujo raio primitivo é rc. Com efeito, o nú-
mero de dentes equivalentes que uma roda de dentes retos deve ter para apresentar 
propriedades idênticas às de uma roda de dentes helicoidais é dada por 
 
n
c
c
m
d
z   (3.52)  
em que dc é o diâmetro primitivo equivalente e mn representa o módulo normal. As-
sim, substituindo a equação (3.51) na equação (3.52) resulta que 
 
nn
c
m
d
m
r
z
 22 coscos
2
  (3.53)  
Atendendo a que 
 costn mm   (3.54)  
então, a equação (3.53) pode ser reescrita da seguinte forma 
 
t
c
m
d
z
3cos
  (3.55)  
Finalmente, da equação (3.55) resulta que 
 
3cos
z
zc   (3.56)  
em que zc é o número de dentes equivalente ou virtual de uma roda dentada de dentes 
retos equivalente e z é o número de dentes real da roda de dentes helicoidal. Deve 
notar-se que zc não necessita de ser um número inteiro, ao contrário do que acontece 
com o valor de z (Branco et al., 2009). O número de dentes equivalente é particular-
mente útil no cálculo da resistência dos dentes (Wilson e Sadler, 1993). 
Da análise da equação (3.56) verifica-se que quando o valor de  é nulo, então o 
número de dentes zc coincide com o número de dentes z. Contudo, à medida que o 
valor do ângulo de hélice primitiva aumenta, o valor de zc aumenta também, até que 
no caso limite, isto é, quando =90º, zc tende para infinito. O aparente maior número 
de dentes tem consequências diretas nos problemas de interferências (Flores e Go-
mes, 2014b). Na verdade, podem utilizar-se menos dentes em engrenagens de denta-
do helicoidal do que no caso de engrenagens de dentado reto, sem que, com isso, 
ocorram interferências de funcionamento (Branco et al., 2009).   
 
Exercício 3.5  
Enunciado: Considere uma engrenagem cilíndrica de dentado inclinado normaliza-
do, em que o pinhão e a coroa têm, respetivamente, 15 e 36 dentes. O pinhão é uma 
roda esquerda, ao passo que a coroa é uma roda direita. Atendendo a que o módulo 
real tem um valor igual a 3 mm e que o ângulo de inclinação da hélice primitiva é de 
20º, calcule o número de dentes equivalente para o pinhão. 
 
Padrão de resposta esperado: 
Utilizando a equação (3.56) resulta que zc1 é igual a 18,08. 
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3.7. RODAS CRUZADAS 
Nesta secção faz-se uma breve abordagem às engrenagens cilíndricas de rodas 
cruzadas
9
. A figura 3.18 ilustra o caso particular de duas rodas helicoidais cruzadas 
em que o ângulo entre os eixos das rodas é igual a 90º. Com efeito, duas rodas cilín-
dricas de dentes helicoidais podem também ser utilizadas para transmitir potência 
entre veios não paralelos e não concorrentes. Por isso, este tipo de engrenamento é 
denominado de rodas cruzadas (Wilson e Sadler, 1993). 
 
Figura 3.18 – Engrenagem cilíndrica exterior de dentes helicoidais de eixos cruzados.  
Duas diferenças entre as engrenagens cilíndricas de eixos paralelos e de eixos cru-
zados devem desde já ser registadas. Em primeiro lugar, como é sabido, num engre-
namento de duas rodas cilíndricas de dentes helicoidais de eixos paralelos, aquelas 
têm de ter o mesmo ângulo de hélice. No caso das rodas cruzadas, os ângulos de hé-
lice das rodas motora e movida não necessitam de apresentar o mesmo valor. Em 
segundo lugar, nos engrenamentos em que os eixos são paralelos as rodas têm de ser 
distintas no que diz respeito à direção da inclinação dos dentes, ou seja, uma roda 
deverá ter hélice direita e a outra hélice esquerda. Porém, nas rodas cruzadas, as ro-
das apresentam, em geral, o mesmo tipo de hélice (Shigley e Uicker, 1980).   
Uma outra caraterística que distingue as engrenagens cilíndricas de eixos parale-
los das de eixos cruzados prende-se com o tipo de contacto existente entre os dentes 
da roda motora e da roda movida. Assim, nas primeiras o contacto dá-se segundo 
uma linha, enquanto nas rodas cruzadas o contacto é do tipo pontual. Na verdade, 
devido ao desgaste, o contacto nas rodas cruzadas deixa de ser pontual passando 
também a ocorrer segundo uma linha. Por conseguinte, as rodas cruzadas devem 
apenas ser utilizadas quando as cargas em jogo são relativamente pequenas (Mabie e 
Reinholtz, 1987; Wilson e Sadler, 1993). 
Nas rodas cruzadas o passo real ou normal é, nas mais das vezes, o valor indicado, 
ao contrário do que acontece nas engrenagens cilíndricas de dentes helicoidais em 
que o passo aparente é usualmente o valor especificado. A razão para tal prende-se 
com o facto de nas rodas cruzadas o passo normal ser o mesmo em ambas as rodas, 
                                                 
9
  As rodas cruzadas podem também ser designadas de engrenagens torsas (Flores e Gomes, 2014a). 
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enquanto o passo aparente ou transverso é diferente em virtude de se utilizarem ân-
gulos de hélice distintos (Shigley e Mischke, 1989). Deve ainda referir-se que nas 
rodas cruzadas o alinhamento das rodas não necessita de ser tão rigoroso como no 
caso das engrenagens helicoidais de eixos paralelos (Wilson e Sadler, 1993). 
2

1
Roda 2
Roda 1
 
Figura 3.19 – Representação simplificada de duas rodas cruzadas.  
 
A figura 3.19 diz respeito à planificação simplificada de duas rodas cruzadas, as 
quais têm ângulos de hélice distintos, isto é, 1 e 2. Ambas as rodas apresentam hé-
lice direita sendo o ângulo formado pelos eixos das rodas representado pelo símbolo 
. O valor do ângulo definido pelos eixos das rodas é igual à soma dos ângulos das 
hélices, ou seja, (Shigley e Uicker, 1980) 
 21  Σ  (3.57)  
Quando as rodas cruzadas apresentam hélices distintas
10
, então o ângulo definido 
entre os seus eixos é igual à diferença entre os ângulos de hélice, isto é, 
 21  Σ  (3.58)  
Tal como no caso das engrenagens cilíndricas helicoidais de eixos paralelos, nas 
rodas cruzadas pode também escrever-se que (Mabie e Reinholtz, 1987) 
 
1
11
111
cos
zm
zmd nt   (3.59)  
 
2
22
222
cos
zm
zmd nt   (3.60)  
                                                 
10
  Na realidade, excetuando o caso em que os ângulos de hélice são pequenos, as rodas cruzadas apre-
sentam, em geral, a mesma direção para as hélices (Shigley e Uicker, 1980). 
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Deve referir-se novamente que nas engrenagens de rodas cruzadas os passos (ou 
módulos) normais são iguais em ambas as rodas. Assim, a distância entre os eixos 
nas rodas cruzadas é dada por 
 
2
21 dda

  (3.61)  
Considerando agora as equações (3.59) e (3.60) resulta que 
 






2
2
1
1
coscos2 
zzm
a n  (3.62)  
A figura 3.20 mostra as componentes das velocidades existentes no engrenamento 
de duas rodas cruzadas relativas ao ponto primitivo. Da análise desta figura pode 
observar-se que são iguais as componentes na direção normal. O mesmo não aconte-
ce com as componentes tangenciais, pelo que se verifica a existência de escorrega-
mento. Na verdade, nas rodas cruzadas existe escorregamento, inclusive no ponto 
primitivo (Wilson e Sadler, 1993).  
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Figura 3.20 – Componentes das velocidades no contacto entre duas rodas cruzadas.  
Atendendo ao que foi anteriormente dito e da análise da figura 3.20 podem escre-
ver-se as seguintes relações  
 111 cosvv
n   (3.63)  
 222 cosvv
n   (3.64)  
Combinando agora as equações (3.63) e (3.64) resulta que 
 
1
2
21
cos
cos


vv   (3.65)  
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As velocidades angulares das rodas podem ser obtidas do seguinte modo, 
 
2/1
1
1
d
v
  (3.66)  
 
2/2
2
2
d
v
  (3.67)  
Assim, a relação de velocidades angulares, ou seja, a relação de transmissão em 
rodas cruzadas, pode ser calculada o seguinte modo 
 
12
21
2
1
dv
dv
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

 (3.68)  
Utilizando a equação (3.65) vem que 
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Considerando agora as equações (3.59) e (3.60), a equação (3.69) resulta em 
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 (3.70)  
Atendendo a que o módulo real é igual em ambas as rodas, então a equação (3.70) 
pode, finalmente, ser escrita da seguinte forma 
 
1
2
z
z
i   (3.71)  
Pode, pois, observar-se que a relação de transmissão é, de modo semelhante às 
engrenagens cilíndricas helicoidais de eixos paralelos, dada pelo quociente entre o 
número de dentes das rodas movida e motora. Refira-se que no caso das rodas cruza-
das a relação de transmissão não é expressa em termos dos diâmetros primitivos co-
mo sucede nas engrenagens cilíndricas de dentes helicoidais de eixos paralelos. 
 
Exercício 3.6  
Enunciado: Duas rodas dentadas helicoidais de eixos cruzados têm um módulo real 
de 15 mm. O pinhão, que é o órgão motor, tem 20 dentes e apresenta um ângulo de 
hélice de 20º. O ângulo formado pelos eixos das rodas é igual a 50º. Ambas as rodas 
são de hélice direita. Assim, atendendo a que a relação de transmissão é igual a 2, 
calcule a distância entre eixos desta engrenagem (Wilson e Sadler, 1993). 
 
Padrão de resposta esperado: 
Em primeiro lugar deve considerar-se a equação (3.57) para determinar o ângulo 
de hélice da roda movida, ou seja 
 º302050 22      
Deve agora calcular-se o número de dentes da roda movida, para o efeito deve fa-
zer-se uso do conceito da relação de transmissão, isto é 
 dentes40
20
2 2
2
1
2  z
z
z
z
i   
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Finalmente, utilizando a equação (3.62) resulta que 
 mm506
30cos
40
20cos
20
2
15






 aa    
Nas rodas cruzadas a relação de transmissão não é expressa unicamente como 
função dos diâmetros primitivos, como acontece no caso das engrenagens cilíndricas 
de dentes retos e dentes inclinados, pois os ângulos de hélice das rodas motora e mo-
vida têm, em geral, valores diferentes. Por isso, os módulos (ou passos) aparentes em 
rodas cruzadas são também distintos. Para que haja engrenamento entre duas rodas 
cruzadas, estas devem apresentar o mesmo módulo real.  
A figura 3.21 apresenta, para rodas helicoidais com hélice esquerda e direita, o 
sentido das forças axiais que atuam nas rodas em função do sentido de rotação do 
órgão motor. Os conceitos presentes nesta representação são de capital importância 
para no estudo e seleção dos apoios para os eixos das rodas (Shigley e Mischke, 
1989; Wilson e Sadler, 1993). 
Hélice esquerda
Roda motora
Roda motora
Roda motora
Roda motora
Hélice direita  
Figura 3.21 – Representação das forças axiais que atuam nas rodas cruzadas em função da 
direção das rodas e do sentido de rotação do órgão motor.  
Exercício 3.7  
Enunciado: Considere duas rodas cruzadas de módulo normal igual a 3 mm e um 
ângulo de pressão é de 20º. O número de dentes do pinhão e da roda são, respetiva-
mente, iguais a 15 e 24, sendo os correspondentes ângulos de hélice de 20 e 30º. Cal-
cule para as ambas as rodas os seguintes parâmetros: (i) ângulo de pressão aparente, 
(ii) número de dentes equivalente, (iii) diâmetro primitivo, (iv) diâmetro de base. 
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Padrão de resposta esperado: 
t1 = 21,17º 
t2 = 22,80º 
zc1 = 18,08 dentes 
zc2 = 36,95 dentes 
d1 = 47,89 mm 
d2 = 83,14 mm 
db1 = 44,66 mm 
db2 = 76,64 mm 
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3.8. REVISÃO DE CONHECIMENTOS 
Com o propósito de proporcionar uma revisão de conhecimentos sobre a temática 
das engrenagens cilíndricas de dentes inclinados ou helicoidais, apresenta-se, nesta 
secção, um conjunto diversificado de questões e exercícios de aplicação. 
 
1. Discuta as principais diferenças entre as engrenagens cilíndricas de dentado 
reto e as engrenagens cilíndricas de dentes inclinados. 
 
2. Apresente duas desvantagens das engrenagens cilíndricas de dentes helicoidais 
quando comparadas com as engrenagens de dentes retos. 
 
3. Distinga roda dentada de hélice direita de roda de hélice esquerda. 
 
4. Descreva o tipo de contacto existente entre duas rodas dentadas de dentes he-
licoidais. 
 
5. Caraterize uma roda cilíndrica de dentado em espinha ou de dupla hélice. 
 
6. Descreva, sucintamente, o processo de geração de um dente helicoidal com 
perfil em evolvente. 
 
7. Defina passo real ou normal de uma roda de dentado inclinado. 
 
8. Faça um esboço, em perspetiva, de um dente inclinado onde se possa identifi-
car o passo normal e o passo aparente. 
 
9. Deduza uma expressão que permita relacionar o ângulo de inclinação primiti-
va com o ângulo de inclinação de base. 
 
10. Faça um esboço, em perspetiva, de um dente inclinado onde se possa identifi-
car o ângulo de pressão normal e o ângulo de pressão aparente. 
 
11. Deduza uma expressão que permita relacionar dois quaisquer elementos real e 
aparente. 
 
12. Apresente e compare as expressões para os diâmetros de coroa e de raiz para 
engrenagens de dentado reto e de dentado inclinado. 
 
13. Diga como se pode calcular a distância entre eixos numa engrenagem cilíndri-
ca de dentes helicoidais. 
 
14. Defina ângulo de inclinação primitiva para uma engrenagem cilíndrica de den-
tado inclinado. 
 
15. Diga entre que valores pode variar o ângulo de inclinação primitiva para rodas 
de hélice simples e rodas de dupla hélice.  
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16. Exponha o que entende por relação de recobrimento em engrenagens cilíndri-
cas de dentes inclinados. 
 
17. Demonstre como pode determinar a relação de condução de uma engrenagem 
cilíndrica de dentes helicoidais. 
 
18. Diga como pode calcular o rendimento em engrenagens cilíndricas exteriores 
de dentado inclinado. 
 
19. Discuta a utilidade do traçado aproximado de Tredgold. 
 
20. Discuta as principais caraterísticas das rodas helicoidais cruzadas. 
 
21. Considere uma roda cilíndrica com 30 dentes helicoidais, cujo ângulo de héli-
ce primitiva é igual a 25º. Atendendo a que o módulo aparente é de 10 mm, 
calcule os seguintes parâmetros: (i) diâmetro primitivo, (ii) módulo normal, 
(iii) passo normal e (iv) passo aparente (Wilson e Sadler, 1993). 
 
22. Considere uma engrenagem cilíndrica de dentado helicoidal normal, cujo pas-
so real é igual a 5 mm. O ângulo de inclinação primitiva é de 30º, sendo o nú-
mero de dentes do pinhão e da roda, respetivamente, igual a 15 e 24. Assim, 
calcule para ambas a rodas: (i) o passo aparente, (ii) o diâmetro primitivo, (iii) 
o número de dentes equivalente (Shigley e Uicker, 1980). 
 
23. Um pinhão cilíndrico de dentes inclinados com hélice direita, com 12 dentes, é 
utilizado para acionar uma roda cujo ângulo de hélice é de 45º. O dentado é 
normalizado. A relação de transmissão da engrenagem é igual a 3. Assim, cal-
cule o rendimento desta engrenagem. Comente o resultado obtido (Shigley e 
Uicker, 1980). 
 
24. Duas rodas cilíndricas de dentes helicoidais constituem uma engrenagem ci-
líndrica de eixos paralelos em que o ângulo de hélice é de 20º. A relação de 
transmissão é de 1,5 e a distância entre eixos é igual a 120 mm. O dentado é 
normalizado. Assim, determine a relação de condução desta engrenagem. Co-
mente o resultado obtido (Mabie e Reinholtz, 1987). 
 
25. Um trem é acionado por um motor elétrico de 1,5 kW de potência através de 
uma engrenagem exterior de rodas cilíndricas de dentes inclinados. O motor 
roda a 1000 rpm. O número de dentes do pinhão e da roda é de 19 e 76, respe-
tivamente. O dentado é normalizado, sendo o módulo real igual a 3 mm e o 
ângulo de inclinação dos dentes igual a 26º. Assim, em relação ao engrena-
mento pinhão-roda determine os seguintes parâmetros geométricos: (i) módulo 
aparente, (ii) saliência, (iii) reentrância, (iv) altura do dente, (v) ângulo de 
pressão aparente. Represente graficamente os parâmetros geométricos calcu-
lados. Estude a continuidade do engrenamento do par cinemático pinhão-roda. 
Comente o resultado obtido. 
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